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1 De la bonne vieille géométrie

1.

1. (a) Faisons un petit dessin

F1G. 1 — Le secret est, comme toujours, la chasse aux angles

On a d’une part dans le triangle (ABE) : (AEB) = 1—(BAFE)—(ABE) (on parle d’angles non
orientés), et d’autre part m = (BAE) + (BAC) = (BAE) + 2(BAA;) et puisque (BAA;) =
(ABE) :

(AEB) = 7 — (BAE) — (ABE) = 2(BAA,) — (ABE) = 2(ABE) — (ABE) = (ABE),

ce qui prouve que (ABE) est isocéle en A.
(b) D’aprés le théoréme de Thalés, puis grace a ce qui précéde, on a :

A AE_ AB
AC  AC  AC

—_— —

1 li[— —
2. L’aire de (ABC) vaut A; = 3 ‘ [CA7 B} } alors que celle de (41 B1C) vaut As = 3 ‘ [C’Al, CBl] ‘

FiG. 2 — Joli, non?

1La réponse a votre question est : geogebra, export en .svg, conversion en .jpg, et enfin includegraphics



Le rapport entre les deux aires vaut donc :

A _CA CB _CBi+BjA CA+AB _ (1+ BlA) (1+ A13>7

A, CB, CA,  CB CA, B,.C A.C

soit d’aprés de qui précéde :

R (08) (10f) - e

Dans le cas d’un triangle (ABC) équilatéral, le rapport des surfaces vaut clairement 4, ce qui
coincide avec le résultat qu’on vient d’établir.

G

Fia. 3 — Cas d’un triangle équilatéral

Des points de rebroussement

t* = 3a

— —
1. Pour que M; soit de rebroussement, il est déja nécessaire d’avoir V; = 0, soit ici { @

Il est donc nécessaire d’avoir 3a = b > 0.

Supposons maintenant que 'on ait 3a = b > 0. La courbe posséde deux points stationnaires aux
paramétres t = +tg, avec to = b'/4. Puisque M_; se déduit de M; via une réflexion par rapport a
I'axe de y, il suffit d’étudier M; au voisinage de M;,. Le théoréme de Taylor-Young? donne :

2 5
15 2b T 6
Mgy = My, + bu? to + ?“3 té) + o(u?).
It e
0 0

— —
Notons I et J les vecteurs auxquels on pense. Pour établir leur éventuelle (non-)colinéarité, on
calcule leur produit mixte :

> 0.

1 3+ 5t
7.7 = 55 (-12+5t +15) = ;0 0
0 0

— —

Ainsi, I et J ne sont pas colinéaires, et la courbe paramétrée présente en My, (donc aussi en
M_;, un point d’inflexion de premiére espéce, comme on pouvait raisonnablement ’espérer au vu
ducasb=1:

2utilisé & titre exceptionnel : ici, un DL direct est plutot pénible, alors que les dérivées sont simples & calculer



1.3 14 158 1.6 17 18 18

F1G. 4 — Aspect au voisinage de tg (b= 1)

. On va s’intéresser au lieu des R = My, lorsque b décrit R* , avec a = — (on rappelle que le second

Qo o

point d’'inflexion M_;, est le symétrique de M, par rapport a l'axe (
parameétre, et on se souvient que té =b:

y)). Attention, ici c’est b le

to+a _ 3b 414

to+b  2b
0

9
Ainsi, pour tout b > 0, on a la relation yp = gx%, Les points R sont donc sur la parabole P
) 9
d’équation y = gxz.
Réciproquement, si M (z,y) appartient a cette parabole privée de l’origine, alors
4
. 3
— si x>0, en prenant b = <4x> ,onaura M = R;
4
— si x < 0, alors en prenant b = Zm , le point M correspondra au point de rebroussement R,

symétrique de R par rapport a (Oy).
Ainsi :

Le lieu décrit par les points de rebroussements est la parabole P privée de l’origine.
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Fi1G. 5 — Le lieu, ainsi que les rebroussements pour b = 0.5 et b = 0.01.
3 Deux courbes paramétrées « en polaire »

1. On se rameéne de fagon usuelle a l'intervalle [0, 7/2] :

0+Tr

M6+Tr M

F1G. 6 — Les symétries « habituelles »

Le signe de p(#) n’est pas trop difficile & déterminer :

0 0

olx
(SIE

p@) 3¢ + 0 — —a

Et I’étude est... finie!



~ 2sin(20) -1

Fic. 7-p 7

(avec a = 1)

2. Ici, p(0 +7) = —p(6), donc Myy = Mp!

Mg=Mg_ 1t

F1a. 8 — Lorsque p(6 4+ m) = —p(0)...

Sur 0, 7, le signe de p est & nouveau trés simple a étudier :

0 0

p)| -0 — 0 + 0 - -

5
Au voisinage de 8 = % et 0 = £7 la courbe passe par 'origine

0.1

(.03

Fi1Gc. 9 — Zoom au voisinage de 'origine

Au voisinage de 0%, on a z(0) = p(0) cos(0) o o0 et y(0) = p()sin(0) o —17, d’ott une
—0 —0
asymptote horizontale d’équation y = —1. Méme chose en 7.

On peut passer au dessin :
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2 sin(26) — 1
o sin 6

Fic. 10 — p

4 Un lieu pas trop compliqué

1. Demandons a notre nouvel ami :

o

D

Fi1G. 11 — Geogebra dispose également d’une fonction « lieu »

—
- — — OB

2. On note O le milieu de [AB], R = OB, et on travaille dans le repére (O, i, j), avec i = OB

et ? orthogonal a " et de norme 1. Dans ce repére, on a P(Rcosp, Rsing). D’ a pour équation
. . . 1+ cos

normale x cosy + ysiny = R, donc son intersection avec D : x = —R est @ —R,RW)
sin

2R
(P ¢ {A, B}, donc sinyp # 0). On a alors Q—B) 1+ s | si bien qu’un vecteur normal a

sin ¢

1+ cosep s s . .
(BQ) est 2sing )’ d’ou I'équation normale de (PQ) : (1 + cosp)z + ysinp = R(1 + cosp), et
(14 cosp)(1 — cosep)

pour le point M qui nous intéresse, = Rcosp donc y = R 55
sin

R
= §sin<p. M

R
décrit donc Dellipse de centre O, d’axe focal (AB), et de demi-axes R et 3



